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 טכניקות לבניית החזית היעילה
 פרופסור בני לאוטרבך

עוד נניח שאי3 . שונות משותפת ותוחלת תשואה של נכסי' מסוכני', נניח שביד( נתוני' על שונות

 ?מהו התיק היעיל עבור(.   וששער הריבית זהה ללווי' ומלווי' SHORTהגבלות על 
                                                                                                      E(R)               

                                                                                                                                                                 
                                                                                         B  

                                                                                                       

                                                                                                       Rf  
                                                                      STDDEV                                                    

  
זאת כיוו3 שאני . שימו לב שבשלב זה אני לא מחפש את כל החזית אלא רק את תיק ההשקה

עוד שימו לב שאני מניח שלא ). ית היעילה של כל הנכסי' היא קו ישרהחז (B 8 וRFאחזיק רק 

 :וזאת עקב מספר גורמי' אפשריי', אחזיק את תיק השוק

 .הערכותי לגבי תוחלת ושונות תשואת הנכסי' שונות מהערכות השוק .א

 .או כולל ג' נכסי' שאינ' סחירי'/אני מגביל את עצמי למניות מסוימות ו .ב

 : ובכ3 זהו התיק שעבורו ? Bקה אי( אזהה את תיק ההש

 :ידוע ש. הינו מכסימלי

 
 .י' שלה'X8כ( שההבדל בי3 שני תיקי'  ייוצר בגלל הבדל  ב

 ? Bמה' המשקלות המביאות אותי לתיק , כלומר? י' האופטימליי'X8מה' ה
 :צרי( לפתור את הבעיה הבאה
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 :המגבלה 

 . היא מגבלה המבטיחה שכל כספ( מושקע
 :לה הזאת מתקיימת אזי א' המגב

 
ולהפו( על ידי כ( את בעיית ,  Rfנית3 להציב את צד שמאל של הזהות בפונקצית המטרה במקו' 

 :כעת נחפש פתרו3 ל. המכסימו' המוגבלת לבעיית מכסימו' פשוטה

 :זאת כיוו3 ש

 
 :כלומר, ל שווה לאפס"את המכסימו' מקבלי' כשהביטוי הנ

∑ =1ix

∑ = FiF RxR

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )nn
p

P
p

Fii
p

F

B
ijji

A
Fii

ijji

Fii

x

xxxx
xx

B

x
BRRxRR

x
BAB

x
A

x

xxRRx
xx

RRx
MAX

i

1133122
2
113

1

2
2
3

2

1

1
1

111

2
1

*2
1

2........2221*
2
1*

2
1

1

*

σσσσ
σ

σσ

σ
θ

σ
σ

θ

+++−=
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂−+−=

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

−=
−

=

−

−

∑

∑∑∑
∑∑
∑

nn

i
nn

j
ijji

xx

xx

xx

xxxxxxxxx

11

1313

1212

1113311221
2
1

2
1 ........

σ

σ

σ

σσσσσ

M

∑∑ ++++=

( ) ( )∑ ∑ −/
/

−+−=
∂
∂ n n

Fiiii
PP

F RRxxRR
x 1 1

131
1

*2*
2

11 σ
σσ

θ

( )

∑

∑ ∑

=−⇒

−
=

−

iiF

p

iiFii

P

F

xRR

xRRxRR

11

3
11 *

σλ

σ
σ

σ



 

 3

 :כאשר
 : נקבל2ומה לנכס א' נפתור משוואה ד
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 :י' האופטימליי' מקיימי' מערכת משוואות כזאתX8ה, לכ3

 :בשלב הראשו3 מגדירי' ? אי( פותרי' מערכת משואות כזאת

 :ואז

 .)י'Z8ה ( נעלמי' N משוואות ע' N זוהי מערכת של 
 א'. י'X8כ מגיעי' ל "י' ואחZ8פותרי' עבור ה 

 :                                          הרי                                  
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 דוגמא

E(R1)=14               E(R2)=8                      E(R3)=20 
σ1=6               σ2=3   σ3=15 

CORR(2,3)=0.4          CORR(1,3)=0.2          CORR(1,2)=0.5 
COV(2,3)=18           COV(1,3)=18                 COV(1,2)=9 

Rf=5    
 ?מהו התיק האופטימלי. ומותר למכור בחסר
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 מקרי! נוספי!

 :עדיי3 הבעיה היא למצוא את תיק ההשקה  . SHORTאסור לעשות  .1

  :לא רק.       אבל עכשיו כפו> לתנאי נוס>

                     
             אלא ג'                                              

 זוהי בעיה של תכנו3 ריבועי וקיימות  , באמצעות תוכנה שעושה תכנו3 ריבועי?      אי( עושי' זאת
 .      בשוק מספר תוכנות שעושות זאת

 : הבעיה כעת ניתנת להגדרה כ. עכשיו צרי( למצוא תיק יעיל  .  RF ואיSHORT  3אסור לעשות . 2

 
 אחרי. ERPשימו לב שצרי( להציב משהו במקו' .   בשוק פותרות זאת   התוכנות הקיימות

   שמוצאי' שני תיקי' יעילי' לא נית3 לשרטט את כל החזית היעילה על ידי יצירת קומבינציות 

לכ3 צרי( . קומבינציה של תיקי' יעילי' א> היא יעילה  SHORTכיוו3 שרק א' מותר , שלה'

  !!!מיגע. וכל פע' לפתור מחדש , ERP 8ללהציב ערכי' שוני' , להמשי( הלאה
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נבחר שני שערי . שוב צרי( למצוא שני תיקי' יעילי'  .  8SHORTאבל יש אפשרות ל, RFאי3 . 3

 : הבאי'B 8  וAהיעילי' את התיקי'  נמצאו ,)RB 8 וRA(ריבית פיקטיביי' 
                                                                                                         E(R)               

                                                                                  B                                                                            
                                                                                         A             RB 

                                                                                                                                                                                           

                                                                                                         RA 
                                                                      STDDEV                                                                 

 

 
 : נית3 למצוא א' נפתורBאת תיק 

 : נמצא א' נפתורAת תיק וא

, RA הוא התיק האופטימלי אילו היה Aתיק . אבל זה לא משנה,  לא קיימי' 8RB ו  RA: שימו לב

כמוב3 שברגע שמסיימי' .  קיי'RA 8 כאשר מניחי' לרגע שAולכ3 נית3 למצוא את הרכב תיק 

 .B  -ו Aי תיקי' של "החזית היעילה נפרשת ע. RA 8 שוכחי' מAלחשב  את הרכב תיק 
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 טכניקה אלטרנטיבית

צרי( להכניס . הטכניקה שסקרנו לחישוב החזית היעילה נעשית מסובכת, כאשר יש הרבה מניות 

ג' כתיבת המשוואות . התשואה  תוחלות 8Nו,   שונויות משותפות N(N-1)/2,  השונויות Nאת כל 

 .קשה יותר) אפילו למחשב (נעשית ארוכה יותר ופתרונ3 
 .נית3 לפשט את התהלי( ואת המשוואות שצרי( לפתור, ודל השוק א' מאמצי' את גישת מ

 
*C8 הוא מספר קבוע שאיננו תלוי בנכס עבורו מחשבי' את הZ .בוא נראה כיצד לחשבו: 
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 :                                                     כמקוד' 

 
י' יכולי' להיות חיוביי' X8י' וה Z8שימו לב עוד שה . האופטימלי' י'X8וכ( נית3 למצוא את ה 

 .או שליליי'

הפתרוXi>=0 . 3אבל , עדיי3 פותרי' את אותה הבעיה ? SHORTמה עושי' כאשר אסור לעשות 

 :באופ3 עקרוני זהה 

 :           אלא שיש לזכור ש

לו  אני צרי( לדעת אי Zkכדי לחשב את , כלומר. כולל רק את המניות שבאופ3 מעשי  נכנסות לתיק

 .בודקי' קוד' אילו מניות בטוחות בתיק? אי( מתגברי' על זה. וזה קשה, מניות יהיו בתיק
 :עושי' חישוב של 

ביטא ושונות הכי (ל " נקבע קרוב לודאי על פי היחס הנZהסימ3 של  , Zעל פי המשואה של 

 עוד> תשואה(=ל "הנכס שעבורו היחס הנ, לכ3).  מהמקרי'100%השארית חיוביי' בכמעט 

הנכסי' לפי ממייני' את , בשלב ראשו3, באופ3 מעשי. הכי גבוה יכנס לתיק במשקל חיובי) לביטא

ל הוא הגבוה "מניות שעבור3 היחס הנה תיק של שתי אחר כ( מרכיבי'. ל מהנמו( לגבוה"היחס הנ

 . בהתא' לשני הנכסי' שבתיק C* את חשבשימו לב שצרי( ל. ביותר

התיק האופטימלי הוא ,  שלה שלילי8Zא' ה.  שלה יוצא חיובי8Zהתיק א'  ב2מכלילי' את מניה 

 .1 במניה 100%להשקיע 
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 : ממשיכי' בהרחבת התיק עד שמגיעי' למניה שעבורה

 
 המשקל ,מניה נוספתהכנסת אבל כששקלתי  .י' היו חיוביי'Z8 י' והX8 מניות כל ה i-1 בתיק 

) SHORT(כיוו3 שאיננו יכולי' להשקיע במשקל שלילי .  מניות היה שליליiהאופטימלי שלה בתיק 

 .שהוא התיק האופטימלי במקרה זה, מניות i-1בתיק  נעצור

 "Rf " פותרי' עבור שני: כמו שעשינו מקוד'?  Rfאבל איSHORT , 3מה עושי' כשמותר  *

 .י קומבינציות שלה'" ופורשי' את החזית היעילה ע,מוצאי' שני תיקי' יעילי', שרירותיי'

,  Rfיש  אבל SHORTאסור מחשבי' את ההשקה כאילו  ? Rf ואיSHORT 3מה עושי' כשאסור * 

 .להוכו,  אחרRfממשיכי' עבור  .מוצאי' תיק יעילו
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